MODERNE ERDMESSUNG

Kurt Bretterbauer, TU Wien

Das Ziel dieser Schrift ist, Uber die moderne Erdmessung, oder
Geoddsie, zu informieren. Es scheint dies notwendig, weil selbst
unter mathematisch Gebildeten weitgehende Unkenntnis der Probleme
und Erfolge der Erdmessung herrscht. Gerade aber die Geoddsie wdare
geeignet, Schilern eine Vorstellung von den Anwendungen der Mathe-
matik zu geben. Die Mathematik verdankt der Geoddsie viele Anregun-
gen und Impulse. Felix Klein hat gemeint, die Geoddsie sei ein
gldnzendes Beispiel, was man mit der Mathematik in den Anwendungen
nachen kann und wie man es machen soll. Mit den landlaufigen Vor-
stellungen Uber die Arbeit des Geometers oder Feldmessers hat die

moderne BErdmessung allerdings nur mehr recht wenig zu tun.

Die moderne Erdmessung begann vor etwa 25 Jahren mit der Ent-
wicklung von leistungsfdhigen Rechenautomaten, von elektromagneti-
schen EntfernungsmeBgerdten und mit dem Start kilinstlicher Satelli-
ten. Die Aufgabe der Geoddsie ist die Erfassung der globalen geo-
metrischen und physikalischen Parameter der Erde, die Untersuchung
der Struktur ihres Schwerefeldes und die Definition von geometri-
schen und physikalischen Erdmodellen in einheitlichen Weltkoordina-
tensystemen. Die Prdzision und Schnelligkeit mit der die Geoddsie
schon heute ihre Aussagen machen kann, erlaubt es, die Verdnderun-
gen des Erdkdrpers und seiner Parameter zu bestimmen. Die Raumfabrt
schlieflich hat es mdglich, aber auch notwendig gemacht, die irdi-
sche Problemstellung auf den Mond und die Planeten zu Ubertragen

(Selenoddsie bzw. Planetoddsie).

In folgenden wird versucht, die prinzipiellen Probleme und
Losungsansitze zu erldutern. Die Geoddsie verflgt nur in wenigen
Fillen lber strenge Ldsungen, meist gewinnt sie ihre Ldsungen nur
approximativ iiber Reihenentwicklungen, oder durch Iteration, wobei
stch hdufig das Hauptglied der Reilhe bzw. der erste Iterations-
schritt durchaus auf AUS- und BHS-Nivean darstellen lassen. Manche
Lésungen sind iliberhaupt elementar, die Schwierigkeit liegt dann
in der numerischen Verarbeitung sehr vieler mit Fehlern behafteter

MapBdaten. Ein erfahrener Schulpddagoge kidnnte in Zusammenarbeit
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mit einem Geoditen eine Fiille von Beispielen flr einen anwendungs-

orientierten Mathematik- und Physikunterricht erarbeiten.

Es ist nicht die Aufgabe der Erdmessung, die topographische
Erdoberflidche zu vermessen und darzustellen, sie muB aber die Grund-
lagen dazu liefern. Dazu gehdrt vor allem die Definition geeigneter
Koordinatensysteme. Dies ist keineswegs nur ein geometrisches Prob-
lem, sondern immer auch ein physikalisches Problem. Die Position
eines Punktes im Raum wird normalerweise durch Angabe von drei Koor-
dinaten gegeben, am besten in einem rechtwinkeligen cartesischen
System. In einem solchen System ist keine Koordinate vor der ande-
ren bevorzugt. Gerade das aber, ndmlich die Bestimmung der drei
Koordinaten eines Punktes in einem cartesischen System, ist der
Geodidsie erst seit kurzem mdglich. Bisher wurde, und wird im prak-
tischen Vermessungswesen auch weiterhin, die Position eines Punktes
getrennt nach Lage und HShe bestimmt. Dabei gehbren Lage und Hohe
zweli v$llig verschiedenen Systemen an, und die sog."Meereshdhe"
kann fast zehnmal genauer bestimmt werden als die Lage. In alle
Definitionen von Koordinatensystemen geht das Schwerefeld der Erde

ein, deshalb steht dieses im Zentrum der Betrachtungen der Geoddsie.

Jedes ruhende Masseteilchen der }
Erde unterliegt zwei Beschleunigun-
gen, der reinen Gravitationsbeschleu-
nigung und der aus der Rotation fol-
genden Zentrifugalbeschleunigung. Die
Resultierende der beiden Beschleuni-

gungsvektoren nennt man die Schwere-

beschleunigung, kurz die Schwere g.
Es ist klar, daB ein rotierender Him-
melsk”rper, der aus gegeneinander
leicht verschiebbaren Masseteilchen

besteht, eine solche Form annehmen

muB, daB seine Oberfldche lberall

senkrecht auf den Schwerevektor steht;

seine Figur wird an den Polen abgeplattet sein. Mit diesen Fragen
beschédftigt sich eine eigene, sehr schwierige Disziplin, die "Theo-
rie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flissigkeiten". Eine
wichtige Erkenntnis hat schon 1743 CLAIRAUT in der fundamentalen

Ndherungsformel gewonnen:




f=%&-/3.

Darin ist f die geometrische Abplattung((f = (a - b)/a; a, b sind
die Halbachsen der Erdfigur, siehe Abb.1)). € ist das Verhdltnis
der Fliehkraft am Aquator zur Schwere am Aquator;/@ heipt die

Schwereabplattung ((ﬂ :(gPol - gAqu)/gﬁqu))' Zweil dynamische Gros-
sen ergeben also eine geometrische GréRe.

Man beachte: Die Gleichgweichtsfigur eines rotierenden Himmels-
kdrpers ist zwar an den Polen abgeplattet, aber im allgemeinen kein
Rotationsellipsoid! Dies kdnnte nur der Fall sein, wenn der Kdrper
homogen ist und wenn Dichte, Abplattung und Rotationsdauer in einer
strengen, theoretisch begriindeten Beziehung zueinander stehen (Mac-
LAURINsche Bedingung). Dennoch arbeitet die Geoddsie mit einem Ro-

tationsellipsoid als einfachste Ndherungsfigur des Erdk&rpers.

Die infolge der Schwere auf eine Masse wirkende Kraft ist aus-
serordentlich klein: Ganze 6000 Trillionen Tonnen missen aufgeboten
werden, damit eine Masse von 1 kg mit der Kraft von 10 N angezogen
wird. Dennoch kann heute der Betrag des Schwerevektors auf nahezu
1:1700 Millionen genau nach der Freifall~ oder Freiwurfmethode ge-
messen werden. Die Zeitmessung geschieht mit Kurzzeitintervallzdh-
lern, die Langenmessung durch Interferometrie. Beim freien Fall folgt

.

zundchst aus der Beziehung: s = g (s = Weg) durch Integration

s = s, % vot + % t2 (t = Zeit). Beobachtet man die Durchgangszeiten
durch 3 Ebenen, so kénnen die Integrationskonstanten s, und vy
eliminiert werden. Beim freien symmetrischen Wurf reicht die Beob-
achtung durch zwei Ebenen im Abstand h aus. Die Herleitung der
Schwerebeschleunigung aus der Schwingungsdauer eines Pendels ist
von prinzipieller Bedeutung, wird aber nur mehr selten angewendet.
Die Bewegungsgleichung des mathematischen Pendels ist:

[LLF + g siny =@ (Y= Phasenwinkel, L = Pendelldnge); ihre In-
tegration fihrt auf ein elliptisches Integral 1.Gattung. Die be-
kannte Formel flr die Schwingungsdauer eines Pendels T = 2%'l/q
ist nur eine Nidherungsformel flir verschwindend kleine Amplitude
des vendels. Die Messung von Schweredifferenzen erfolgt mit soqg.
Gravimetern, das sind im Prinzip duBerst verfeinerte Federwaagen.
Ihre GCenauligkelt reicht bls zu + 1,10’(a des Absolutbetrages der
Schwere. Die Schwerebescnleunigung kann heute sogar auf Schiffen

und in Flugzeugen gemessen werden. Dabel missen die auftretenden
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Stdrbeschleunigungen des Fahrzeuges von der Erdschwerebeschleuni-
gung durch geeignete Filterung (Calman-Filter) getrennt werden. Die

Genauigkeit ist noch relativ gering.

Die durch die Rotation bedingte Fliehkraft verschwindet selbst-
verstandlich an den Polen und erreicht im Agquator ihr Maximum von
etwa 3 O/oo der Schwerkraft. Ubrigens wird die Rotationsdauer der
Erde oft selbst von gebildeten Leuten falsch eingeschdtzt. Sie be-
trigt namlich nicht 24", sondern 23"56™04509!

Die Richtung des Schwerevektors kann auf astronomischem Wege
auf Bruchteile von Winkelsekunden genau gemessen werden, und man
verfligt daher heute in vielen Punkten der festen Erdoberfldche {iber
die volle Kenntnis des Schwerevektors. In der Theorie wird aller-
dings nicht mit den Schwerevektoren gearbeitet, sondern mit einer
skalaren Ortsfunktion, deren Gradient eben der Schwerevektor ist.
Diese Ortsfunktion heiBt Potential und stellt nichts anderes dar,
als die Arbeit die gegen die Schwerkraft geleistet werden muB, um

die Masseneinheit von der Erde ins Unendliche zu bringen. Das Ge-
samtpotential W setzt sich zusammen aus dem Potential der Gravita-

tion V und dem Potential der Fliehkraft 4):

A
o b - am W’ 2 2
W=V + = G — 5 (x7 +y )
Erde P
4
. . . . dm !
W = Winkelgeschwindigkeit
L

G = Gravitationskonstante.

Der Schwerevektor ist also: ?;== grad W.

Das Potential selbst ist nicht megbar, X AbB . 3

wohl aber Potentialdifferenzen. Eine

wichtige Eigenschaft des Gravitationspotentials V ist, da8 es im
Aupenraum der Masse die LAPLACEsche Differentialgleichung (AV = @)
erfiillt, im AuBenraum also eine harmonische Funktion ist; im Innen-
raum dagegen erfillt es die Differentialgleichuﬁg von POISSON

(AV = - 475’@9; @ = Dichte).

Die Cesamtheit aller Punkte gleichen Schwerepotentials nennt
man Geopotentialfldchen odexr Niveaufldchen. Sie stehen lberall per
definitionem senkrecht auf den Schwerevektor. Infolge der sichtba-

ren und unsichtbaren Massenunregelmdfigkeiten liegen die Niveau-




flachen von Ort zu Ort verschie-
den dicht, sie sind nicht paral-
1el zueinander, und die Kraft-
linien (Lotlinien) sind als libhre
orthogonalen Trajektorien

schwach gekrimmte Raumkurven. i
Aus der Eigenschaft der Niveau-
flichen, iberall den Schwere-
vektor senkrecht zu schneiden,
folgt unmittelbar, dag die Ober-

fliche der ruhend gedachten Oze-

ane (d.h. abgesehen von Wind,
Stromungen, Gezelten u.a.) elne
Niveaufliche sein muB. Da die Oberfldche der Ozeane mehr als 2/3
der Erde bedecken, liegt es nahe, nach GAUSS ihre ungestdrte Ober-
flidche als die mathematische Erdfigur zu definieren. Diese ausge-
soichnete Niveauflidche trdgt den Namen "Geoid". Man kann sich das
Ceoid unter den Kontinenten fortgesetzt denken, indem man die Meere
durch ein Netz von Kandlen verbindet. Seine Definiton ist: W = WO:
- const. Seine Erforschung ist wichtig, weil es die Bezugsfldche
der Meereshdhen ist. Das Potential W und seine ersten Ableitungen
sind zwar im ganzen Raum eindeutiqg, endlich und stetig, seine zwel-
ten Ableitungen sind aber unstetig ab Unstetigkeitsstellen der
Dichte, wie die Betrachtung der POLSSONschen GCleichung zeigt. Die
sweiten Ableitungen bestimmen aber die Krimmungsverhdltnisse der
Niveauflichen. Somit dndern sich die Kriummungsverhdltnisse der
Niveaufldchen, und damit des Geoldes, unstetig an Unstetigkeits-
stellen der Dichte. Das Geoid ist keine analytische FlAche, es kann
nur dargestellt werden, indem man punktwelse seipen Abstand (die
sogenannte Geoidundulation N) von eiper =infachen analytischen Be-
zugsflidche (einem Rotationsellipsold) bestimmt (siebhe Abb.4). Aller-
dings kann man ein Stiick einer Niveaufldche in der Umgebung eines
punktes im AuBenraum in einem astronomischen Koordinatepnsystem
durch Entwicklung in eine Taylorreihe apalytisch darstellen. Die
darin auftretenden 2.Ableitungen des Potentials sind mit sog. Gra-
diometern mefbar. Besonders einfach ist der Zusammenhang der mit-
leren Kriimmung der Niveaufldche H mit dem ve...xalgradienten der

Schwere Wz? = dg/dh, der mit empfindlichen Gravimetern gemessen
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werden kann: H = 5—(-W, + aMWGQ - 2w°).

Wie Messungen in schmalen Tdlern und auf Berggipfeln zeigen, duirf-

te es mittlere Krimmungsradien zwischen 4500 und 8000 km geben.

Nun kann auch das Problem der HOhenbestimmung erldutert werden.
Das Geoid, also die ungestdrte Meeresoberfldche, bekommt die Hohe
Null. Diese Nullhéhe wird in einem Hafen durch langjdhrige Pegel-
beobachtungen gewonnen (flir Osterreich in Triest). Ausgehend von

diesem Pegel k&nnen nun durch sog.
geometrisches Nivellement HOShenunter- ahel -1
1

schiede sehr genau gemessen werden.
Viele solcher differentieller Hdhen-

unterschiede geben durch Aufsummier-

ung die Hohen von Festpunkten im gan- SN

k3

zen Land. Leilder ist diese HOhenmes-

sung vom Wege abhingig. Der Grund

liegt in der Nicht-Parallelitdt der e oo DT

Niveaufldchen. Ein Gedankenexperi-
ment macht dies verstdndlich (siehe
Abb.6). In O befidnde sich der Pegel. Man denke sich nun die Hdhe
von P auf zwel verschiedenen Wegen bestimmt: Einmal von O entlang
der Lotlinie nach O' und weiter entlang der Niveaufldche nach P.
Der zweite Weg filhre von O iiber P' nach P. Da das Nivellement ent-

lang einer Niveaufldche den H&henunterschied Null ergibt, erhidlt
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man als Ergebnis der Messungen ein-
mal die Lidnge der Lotlinie 00",

das andere Mal P'P. Tatsichlich
ké&nnen Hohen (mit der Dimension
e, Meter) gar nicht yemessen werden,
sondern wir kénnen nur Potential-
differenzen messen. Aus der Bezieh-

ung: dW = -~ g.dh folgt

p

Wy = W, = f;.dh = C.

0

Dieses Ergebnis, die sog. geopotentielle Kote C, 1st vom Wege un-
abhdngig. Ein Nivellement iiber gridBere Entfernungen gibt nur kor-
rekte Ergebnisse in Verbindung mit Schweremessungen. Das praktische
Vermessungswesen mdchte aber mit HOhen (in Metern) und nicht mit
Arbeitswerten rechnen. Dazu bieten sich grundsitzlich zwei MOglich-
keiten an:

a) Die dynamischen Hdhen: Sie sind geometrisch nicht erkldr-
bar, haben aber den groBen Vorteil, daB Punkte ein und derselben
Niveaufliche gleiche H8hen erhalten (wie es sein muf3, da zwischen
ihnen kein Wasser flieBen kann).

b) Die orthometrischen Hdhen cder Meereshihen: Sie sind geo-
metrisch sehr anschaulich, stellen sie doch in jedem Punkt die
Ldnge seiner Lotlinie P'P dar. Allerdings erbhalten nun Punkte ein
und derselben Niveaufliche verschiedene HShen!

In der Wissenschaft wird mit den geopotentiellen Koten gearbeltet .

"ir dic Bestimmung des Geoides und des Schwerefeldes der Erdoe
wird nun ein qndmetrisch und physikalisch definierter BezugskdSrper
@ingefihrt, der die Normalfigqur der Erde darstellen soll. Auch das
praktische Vermessungswesen und die Kartographie brauchen eine ein-
fache Rechenfldche. Die einfachste geometrische und physikalisachea
Ndherungsfigur fir den Erdkérper ist ein Rotationsellipseoid. Ein
solches Ellipsoid kann mit einem kiinstlichen Schwerefeld ausgestat-
tet werden, sodafB seiner Oberfldche ein theoretisches Potential
oder Normalpotential U zukommt (Abb.7). Dieses Ellipsoid heint
Niveauellipsoid. Folgerichtig ist dann grad U = , die theoreti-

sche Schwere oder auch Normalschwere. Die Geodisie arbeitet nun
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nicht mit den direkt gemes-
senen Schwerewerten g, son-
dern immer mit den Differen-
zen Ag =g —X', den sog.
Schwereanomalien. Das Ni-

\ veauellipsoid selbst ist
durch 4 Konstanten vollstdndig
bestimmt, z.B. durch:

a = Aquatorradius der Erde,

Abb.7 w = Winkelgeschwindigkeit der Erd-
rotation,

2 — ) ) _
TN %garctan% +E%az ; GM Produkt aus Gravitationskonstan

ter und Erdmasse,

2 :
RS . S ST £ AL M 3, = (C - A)/Ma®= dynamische Abplat-

32 coszp + b2 sin‘z(p

tung; C = Trdgheitsmoment um die
Rotationsachse, A = um die Agua-
torebene.

Das Niveauellipsoid wird nun definiert durch das Gleichsetzen der
ellipsoidischen Konstanten W, GM und J2 mit jenen Werten, die die-
se GrdBen fir die wirkliche Erde annehmen, und der Aguatorradius a
wird so bestimmt, daB Geoid und Ellipsoid dasselbe Volumen umschlie-
Ren. Letztere Forderung ist erfillt, wenn die Abstdnde des Geoides
vom Ellipsoid in Summe iber die ganze Erde verschwinden. Die Win-
kelgeschwindigkeit wird mit hoher Genauigkeit von der Astronomie
geliefert, die Konstante GM wird durch Beobachtungen des Mondes

und von kiinstlichen Satelliten aus dem 3.KEPLERschen Gesetz gewon-
nen. J2 schlieflich folgt aus der sogenannten Prdzessionsbewegung
der Satellitenbahnen.

Das so bestimmte Ellipsoid nennt man "mittleres Erdellipsoid",
und daB es eine gute Wahl ist, erkennt man daran, daf die Geoid-
undulationen lUberall unter + 100 m bleiben. Die derzeit besten Da-
ten des mittleren Erdellipsoides sind:

a=6 378 137 m, GM = 3 986 005.10% m¥s”

3, =1 082,63.1075, w = 7 292 115.107 ! raa s,

( das @w der wirklichen Erde ist leicht variabel!)

2

Abgeleitete GréBen:
f = 1/298,257 222 101 (geometrische Abplattung)
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g% 9,780 326 7715 m s~ (Normalschwere am Aquator)
Kb 9,832 186 3685 m s—2 (Normalschwere am Pol)

S

I

1]

62 636 860,85 m’s ° (Potential des Geoides) .

Die Bestimmung der Undulationen N des Geoides ist auf mehre-
re Arten moglich: Durch Schweremessungen (gravimetrisches Verfah-
ren), durch astronomisch-geoddtische Messungen und durch Satelli-

tenbeobachtungen.

Beim gravimetrischen Verfahren wird zunichst das Schwerepo-
tential des Geoides W zerlegt in das Normalpotential U und ein
Storpotential T: W = U + T. W und U sind im AuBRenraum harmonisch,
also ist auch T harmonisch, das ist aber nur dann der Fall, wenn
das Geoid zum Rand der Masse gemacht wird, d.h. alle iber ihm lie-
genden Massen milssen rechnerisch entfernt werden. Dies geschieht
durch Reduktion der an der Oberfliche gemessenen Schwerewerte g
auf das Geoid durch Attraktionsberechnungen. Das Stérpotential
duBert sich durch das Auftreten der (reduzierten) Schwereanomalien
Ad” = g* - . Zwischen St&rpotential und Undulation besteht die
einfache Beziehung: N = T/y' Das Stdrpotential ist mit der MeR-~
grofe 459 durch eine partielle Differentialgleichung 1 .Ordnung
verknipft, die die Fundamentalgleichung der physikalischen Geodi-
sie genannt wird: ot . l(£¥5T ==Ag*

. f o
Wie man sieht, handelt es sich dabei um eine 3.Randwertaufgabe.
Die Losung wird durch Entwicklung nach LAF...CEschen Kugelflichen-
funktionen gewonnen, und wurde schon 1849 von STOKES angegeben.
Sie liefert das Stdrpotential und damit die Undulation fiir einen
Punkt aus einer Integralformel, zu deren Auswertung theoretisch
die Kenntnis der Schwereanomalien in allen Punkten der Erde notig
ist. Nun sind aber die Schwereanomalien sehr ungleich iiber die Er-
de verteilt, auf den Weltmeeren fehlen sie iiber weite Strecken
ganz. Das hat zu sehr anspruchsvollen Verfahren der Pridiktion von
Schwereanomalien auf statistischer Grundlage gefiihrt. Das Ag-Feld
wird als stochastischer Prozef aufgefaft. Ausgangspunkt ist die
von der Entfernung zwischen zwei Schwereanomalien abhdngige Korre-
lation zwischen den Schwerewerten, die zur sogen. Kovarianzfunk-
tion fihrt: C(s) = M{Aqu'}. (M bedeutet das Mittel aller Produk-

te von Paaren von Schwereanomalien im Abstand s).
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clal Wegen der vorhin er-
pb.8: Di varianzf i y :
Abb ie Kovarianzfunktion wihnten notwendigen Re-
duktion der gemessenen

Schwercewerte auf das

N e Geoid ist das geschil-

\-/ \_jw
derte Verfahren theore-

tisch unbefriedigend.

o?f

Nach MOLODENSKI formuliert man heute die Randwertaufgabe auch di-
rext fir die physische Zrdoberfldche.
Dies fiihrt auf eine duBerst schwierige
nichtlincare Integralgleichung 2.Art mit
unsymmetrischem Kern (Typ Fredholm), die

durch Iteration geldst wird:

) 3.1y 1 o
f siT) 5w 9t

Interessant und wichtig ist, daB der erste Iterationsschritt gera-

de die LOsung von STOKES darstellt. Die allgemeine Existenz und
Eindeutigkeit des Problems von MOLODENSKI ist noch gar nicht ge-
sichert, sie wurde erst kiirzlich von Lars HORMANDER fiir ziemlich

glatte Oberfldchen bewiesen.

Das praktische Vermessungswesen der einzelnen Staaten stitzt
sich auf die jeweiligen Landesvermessungen. Eine Landesvermessung
erfolgt durch Triangulation und Trilateration (d.h.durch Winkel=-
und Streckenmessungen in Dreiecksnetzen). Die Berechnung dieser
Netze geschieht auf einpem Ellipsoid. Dazu werden die Eckpunkte
des Hetzes mit Hilfe der Fléachennormalen auf ein geeignetes Ellip-
soid projiziert. Das arreicht man durch Anbringung “leiner Xorrek-
turen an die yemessenan Winkel und Skrecken. Die Seiten der Drei-
on gecditischen Lionien geblildat, und 32—
recanungen Atk Hilfe von geoditischen Tinien des Rotakbionsa2llip-
ndsidizlich 1af alliptische Inteq:

Gatibungen, Als geelgnaet

B T T VU - . Ve e R ety A o A W ey e e vy e e -
ozlliosoid an, ledder koont man 23 erst oxih wenlgoen Jahren.

GJodber Staat hat sedlnpem Voeomeseungsaysioan alo andsres B1lir




zugrundegelegt, dessen Lage
zum Geoid im betreffenden

Staatsgebiet willklrlich

angenommen wurde. Es wurde
jediglich so orientiert,
dap seine Figurenachse pa-
rallel zur Rotationsachse

der Erde liegt. Ein solches

Ellipsoid nennt man Refe-
renzellipsoid. Nun erkennt
man auch, dap Lage und Hdhe
eines Festpunktes sich auf

v5llig verschiedene Systeme

beziehen, ndmlich auf Re-
ferenzellipsoid und Geoid,
deren gegenseltige Lage erst
milhsam duorch astronomische Beobachtun-
gen beéestimmt werden mui. Lo dsterreich
sind diese Arbeliten gerade im gange,
die zahl der schon beobachteten Stati-
onen betrdgt rund 600. Im Prinzlip be-

ruht dieses Verfahren auf der Bestim-

wung der kKleinen Winkel zwischen den
Fldchennormalen aut Geold und Dllip-
soid. Der Vorteil diese Vertahrens der Geoildbestimmung liegt da-

rin, dap ~s5 die Feinstruktur Jdes Geoldes mit pindestens Dezimeter-

qenaaickeit Lliefern kanp, wihrend die gravimeteiscbe Meothode welf-
Vel pooh Fohler von 2-23 m aut-
welatr s Allerdings kKann das
sstronamische Vertanron kelne
Nbhzolourwerte Ader Gooldoandiala-
troncn geben, sondern nonr deren

Verindecunagen . Abbo12 gedlagr

L3 m LD S S . ~ T - :
viaern Anaaschiniet dos Geoldoes ir
- NS N - PN L - s T . - ot
(e Orelormeri oo LAvDig andg

relativ) in awonometyisohor Dar-
stelluang (Bearbeitang: H.oEdnkel,

TU Graz).
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Die Lage eines Punktes

auf dem Referenzellipsoid wird
durch die zwei Parameter Breite
B und Ldnge L angegeben. Kennt
man nun die Undulation N' und
die Meereshdhe h, so folgt da-
\ mit die HShe H {iber dem Ellip-
‘ soid: H = h + N' (siehe Abb.11)

Daraus k&énnen dann in einfacher

§ , / Weise die kartesischen Koordi-
; J/ naten eines Punktes berechnet
% \\\\\\\\ﬁﬁj——”’////// werden, allerdings sind sie
kaum als gleichberechtigt und
gleichwertig zu bezeichnen.
Abb.13 Wir Geoddten hoffen, daB die

einzelnen Staaten sich einmal

[ a
> * HJ cos B cos L entschlieBen, von ihren Refe-

X =
ivl - e sin’B renzsystemen auf ein einheit~
+ HJ cos B sin L 1liches Weltsystem liberzugehen.
TVI - e2 sinZB Das kdnnte durch eine Koordi-

r 2
z = a(l - e ) . H} sin B

.\F - e“ sin®B _
Translation und einer Mafstabs-

dnderung besteht. Es ist also

natentransformation geschehen,

die aus einer Rotation, einer

die Bestimmung von 7 Transformationsparametern notwendig, wozu im
Prinzip drei idente Punkte in beiden Systemen ausreichen. Die Be-
stimmung von cartesischen Koordinaten im Weltsystem ist durch die
kosmische Geoddsie méglich geworden, einer Geoddsie also, die aus-

serirdische Objekte zur Beobachtung heranzieht.

Die kilnstlichen Satelliten stellen das technisch aufwendigste,
aber auch das schdrfste Instrument der modernen Erdmessung dar.
Bemerkenswert an der Satellitengeoddsie ist, daB sie sich ge-
wissermafen am eigenen Schopf aus dem Sumpf gezogen hat. Denn, um
Bahnstdrungen von kiinstlichen Satelliten beobachten zu k&nnen,
muB man die genauen Positionen der Beobachtungsstationen kennen,
diese wieder kann man nur gewinnen, wenn man die Satellitenbahnen

kennt.
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GroBe Fortschritte TRISPHARATION

hat die Entfernungs-

messung nach Satelliten

ermdglicht. Diese er-
folgt durch Messung
der Laufzeit von
kurzen Laserimpulsen,
die von den mit Re-
flektoren ausgestat-
teten Satelliten zu-
riickkommen. Durch
sogen. Trisphdration
ist es méglich, von

drei bekannten

Stationen aus, die
Koordinaten von Neu-
punkten zu bestimmen,
ohne daB die Satelliten-
bahnen bekannt sind.

Macht man n&8mlich von

den drei Stationen simultane Entfernungsmessungen zu einem Satel-

liten, so ist dessen Position als Schnitt dreier Kugeln festge-

legt. Drei solcher Satellitenpositicnen wiederum bilden die Basis

zur analogen Bestimmung eines Neupunktes, von dem aus ebenfalls

simultane Entfernungsmessungen zu den drei Satelliten vorliegen

miissen. Die Gleichzeitigkeit ist praktisch nicht zu erreichen. Es

werden deshalb viele Einzelmessungen zusammen mit genauen Zeit-
registrierungen gemacht und alle Beobachtungen auf einen gemein-
samen Zeitpunkt reduziert. Die Genauigkeit der Distanzmessung
liegt derzeit bei einigen Dezimetern, die Zenitmeter k&nnten in
naher Zukunft erreicht werden. Laserdistanzmessungen kdénnen nur

nachts bei klarem Himmel gemacht werden.

V51lig unabhdngig von Tageszeit und Wetter ist die Messung

von Entfernungsdifferenzen mit Hilfe des Dopplereffekts (Abb.17).

Ein Satellit sendet eine Ultrakurzwelle bekannter Frequenz aus,
die von einem Empfangsgerdt registriert und mit einer Kontroll-

frequenz verglichen wird. Die vom Satelliten gesendete Frequenz
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orfdahrt aufgrund des
Depplerprinzips eine Er-
ndhung bei Anndherung und
eine crniedrigung bei Ent-

fernung des Satelliten von

dor btation. Diese Doppler-

~
\‘~. ;
verscniebung wird gemessen ’
und Uber ein bestimmtes
Zeitintervall (z.B. 30
T e

sec.) integriert. Aus dem

Integrationsergebnis und ,
dem Zeltintervall folgt

cdie Eﬂtfernunq5§££§3£ggg Station - Satellit zu Beginn und Ende
der Integration. Damit ist als
geometrischer Ort der Station
©1in Hyperboloid festgelegt und
die Ltations oordinaten folgen
als Schnitt von dreil solchen
HByperboloiden mit jewells zwel
bekannten Satellitendrtoern als
Prennpunikte. Das Verfahren

warde crpriinglich nur zur

Navigation von Schiffeon ent-
wickelt, wird heute aber he-
sonders e dic Zweoke der Drdmessung geniitzt . Die Genaulgkiot der

Punkrbestinmung st woltwelt + 2-3 w, zwischen Denachbarten Punkten

i lelchzelviger beobachtung O,2-0,3 m. Ein WLshtiges Verfahren
phvodiie Satellitenaltimetrie, bDei dor oblpn Satollit mit bekanntor
Patin srtinrdig mitrels Radar seinon verticalee Abstand von der
Meeresoberflidche mift. Damit kann Uher Y/ 3 der Lirde unmittelbar

die Ceoldform bestimmt werden.

Bl der sogen. dvnamischen Methode der S thellitenoeoddsie
wird der Satellit als cin Sensor angeseben, der sich im Schwere-
Lteld der Drde bewedgt. Las Gravitationspotential der Erde kann
tormal in eine nach Kugelfunktionen fortschreitends Reine ent -

wickelt weydon.
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Wir unterscheiden drei Arten von Kugelfunktionen. Solche die nur

von der Breite abhdngen (zonale KF), die nur von der Lidnge ab-

hdngen (sektorielle KF) und solche, die von Breite und La&nge ab-

hdngen (tesserale KF). Die zugehdrigen Koeffizienten J

(Massefunktionen) charakterisieren die Struktur des Schwerefeldes.

, K
nm nm

Das m&ge an den zonalen KF erkldrt werden. Die 0.0rdnung der Ent-

wicklung reprdsentiert das Potential einer Kugel von der Gesamt~-

masse der Erde. Die 1.0rdnung stellt eine Schwerpunktverschiebung

dar und darf nicht auftreten, wenn das Koordinatensystem im

Schwerpunkt der Erde liegt. Die 2.0rdnung reprdsentiert die Ab-

plattung der Erde, die 3.0rdnung dagegen eine Unsymmetrie zur

Aquatorebene, die 4.0rdnung beschreibt wieder eine &dquator-

symmetrische Massenanordnung u.s.f. Nun kommen noch die sekto-

riellen und tesseralen Glieder dazu, deren Uberlagerung schlieB-

lich die Gesamtstruktur des Schwerefeldes liefert. Die beobacht-

baren Bahnstdrungen eines Satelliten lassen sich in Funktion der

Koeffizienten J
nm

funktionen bestimmbar.

Die zonalen Koeffizienten verur~
sachen hauptsdchlich sdkulare und lang-
periodische Stdrungen, die tesseralen
und sektoriellen Koeffizienten dagegen
nur kurzperiodische Stdrungen. So wurde
bereits nach dem Start des 4. kinst-
lichen Satelliten 1958 (Vanguard I) die
Existenz der zonalen Massefunktion 3.
Ordnung J3 und damit eine Unsymmetrie
der Erde zur Aquatorebene nachge-
wiesen. Das hat zu dem ungliicklichen
Ausdruck von der "Birnenform der Exde"
gefilhrt (siehe Abb. 19).

Die eigentlichen Beobachtungsgrofen

naten des Satelliten, festgelegt durch 2

fernung. Diese Beobachtungsgr®fen sind nun Funktionen der Stations=-

und Knm ausdricken, und damit sind die Masse-
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koordinaten, der Zeit, der Bahnelemente und der unendlich vielen

Koeffizienten J _, K :
nm nm
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Jede Beobachtung liefert eine solche Gleichung. Die Schwierig-
keit liegt vor allem darin, daf die zu bestimmenden Paramter unter-
einander korreliert sind und dan ihre Zahl unendlich grop ist. Um
aus einer endlichen Zahl von Beobachtupngen eine L3sung zu finden,
missen Glieder hdherer Ordnung willkirlich gleich Null gesetzt

werden. Abb. 20 ¢eigt eine Karte gleicher Geoidundulationen.
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Heute geht man schon wicder einen Schritt weiter, indem man
die Satelliten sich gegenseitiqg liberwachen lidft, insbesondere
tiefkreisende durch wenliger gestdrte hochkreisende Satelliten
(Satellite to Satellite Tracking). Gemessen werden dabei Rich-
tungen (Photographie), Entfernungen (Radar, Laser) und Entfernungs -

dnderungen (Doppler), (siehe Abb. 21).

Heute werden auch Entfernungsmessungen zum Mond und der
Empfang der Strahlung extragalaktischer Radioquellen (Quasare)
fiir geoddtische Zwecke beniitzt, vor allem zum Studium des

Rotationsverhaltens der Erde.




Es wird aufge-
fallen sein, daB viele

Lésungsansdtze sehr

einfach sind, man denke

z.B. an die Tri-
sphdration, bei der
ein Neupunkt als
Schnittpunkt dreier
Kugeln bestimmt wird.
Die tatsdchliche
numerische L&sung ist
jedoch nicht so ein-
fach. Zundchst fihrt
das Problem der
Trisphdration auf drei
quadratische Glei-
chungen mit drei Unbe-
kannten. Alle Beo-
bachtungen sind mit
MeBfehlern behaftet.
Um deren EinfluB her-

abzudriicken, werden in

Jogenstarion

aus Photographnie

aus Laserdistanzmessung
aus Radarmessungen

a X v x
%

aus Dopplermessungen

ays Satellite to Satellite Tracking

e &l

der Geoddsie immer mehr Beobachtungen ge-

macht, als zur eindeutigen L&sung eines Problems notwendig wé&ren,

also z.B. bei der Trisphdration zehn statt drei Distanzmessungen.

Dann hat man zehn guadratische Gleichungen mit drei Unbekannten

und jedes Tripel von Gleichungen liefert ein anderes Ergebnis.

Die Aufgabe lautet nun,

nicht nur aus allen Beobachtungen die

wanrscheinlichsten Werte der Unbekannten zu bestimmen, sondern

auch Genauigkeitsaussagen ilber die Unbekannten zu machen. IUr

nicht-korrelierte, mit

gr&Ben hat GauB dieses

zufdlligen MeBfehlern behaftete Beobachtungs-
Problem durch seine Methode der Aus-

gleichung nach kleinsten Quadraten geldst. Der Name besagt, daB

die Werte der Unbekannten 50 ermittelt werden, daf die Summe der

Quadrate der Restfehler ein Minimum wird. Diese Methode reicht

aber nicht mehr aus. Die Geodidsie muB heute eine riesige Anzahl

von geometrischen und physikalischen Beobachtungen, die auflerdem

von ganz unterschiedlicher Genauigkeit und hdufig auch miteinander

korreliert sind, einer

gemeinsamen Bearbeitung zu widerspruchs-
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freien Ergebnissen zufllhren. Das leistet eine weitreichende Ver-

allgemeinerung des GAUSS'schen Verfahrens, die Kollokation ge-

nannt wird. Die Beobachtungsgleichungen der Kollokation lauten
allgemein x = AX + s + n. Darin ist x der Vektor der Beobachtungs-
gréBen. Er setzt sich aus einem systematischen Anteil AX und zwel
voneinander unabhingigen zufdlligen Anteilen s und n zZusammen. X
ist der Vektor der systematischen Parameter, A eine gegebene recht-
eckige Koeffizientenmatrix, s nennt man den Signalvektor, n den
vVektor der MeBfehler. Die Bedeutung der Beobachtungsgleichung kann
durch eine Zeichnung illustriert werden (Abb. 22). Die zufdlligen
Grdfen s und n besitzen den Mittel-
wert Null, ihr statistisches Ver-

halten wird durch eine sogenannte

Kovarianzmatrix C beschrieben. Die L
Kollokation soll nun unter best- ST -

Wwglicher Beseitigung der MefBfehler LT

die Parameter X liefern und dariber ke

hinaus aber auch die Berechnung des

Signals s in nicht vermessenen
Punkten gestatten. Die Kollokation
vereinigt also Filterung, Aus-
gleichung und Pradiktion in einem Verfahren. Die Losung des Pro-

blems ist gegeben durch:

' =1 =1 T -1
< = (a%e ) At
, T -1 \ v oas s _
S5p = CPC (x - AX), (Sp = prddizierte Komponente des Signalvektors

in P).

NDie Resultate der Kollokation besitzen die mit den gegebenen
Beobachtungen maximal erreichbare Genauigkeit. Das Hauptproblem
bei der praktischen Anwendung bestebt in der Inversion der sehr
umfangreichen Matrix C. Der grofe Vorteil der Methode liegt in

der Kombination sdmtlicher vertiigbaren Beobachtungen.

Es ist die Meinung des Verfassers, daf der Unterricht an
AHS und BHS von einer Einbeziehung der Probleme und Losungsansdtze

der Geodisie profitieren kdnnte. .






